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Exercice 1 : Introduction

Considérons un individu avec une richesse initiale de 10€ faisant face a une loterie X =
(—6,0.5;+6,0.5) . Supposons que cet individu a la fonction d’utilité suivante :

X, x<10
=11
u(x) Ex + 5, x>10

(a) Tracez la fonction d’utilité, est-elle globalement concave ? L’individu est-il averse au
risque ?

(b) Calculez I’équivalent certain de cet individu associé a X. Montrez-le sur le graphique.

(c) Peut-on appliquer 'approximation d’Arrow-Pratt ? Pourquoi ?

(d) Considérons maintenant la loterie’y = (—3,0.5;+3,0.5). Calculez la risque de prime

7 N o~

associé a y. Est-elle plus petite que pour X ? Pourquoi ?
Correction :
(a) f estconcave ssi Vx et y dans son domaine, et pour tout t € (0,1), nous avons :
fiex+ A =-0)y) 2tf(x) + A =)f ()
(b) La prime de risque est définie comme le montant que I'individu est prét a payer pour ne pas

supporter le risque lié a la loterie X.

1 1 17 3
E(U(wy + %)) = U(w, + €) @EU(4)+§U(16) =U(10 +e) o= 10+e=e =-3
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(c) Approximation d’Arrow-Pratt permet de calculer la prime de risque (ou équivalent certain)
d’une loterie a « petit risque » ayant une espérance proche ou égale a zéro.
Soit une loterie Z ave E(Z) = 0 Nous avons :
EUW+2)=UW —n)

12 13 14 15 16 17 18




g L u'w)
(taylor 2nd ordre)E(U(W +2) = E (U(W) +U' W)z + 5 Zz>
= UW) + U'(W)(—m)(taylor ler ordre)
SUW)+UW)EZ+ 2=UW)+U W)(-n)

or EZ =0donc 7?> = 0%; E(X — EX)* =V (x)

4 _1u "w)
onc —m= 2T W) o
De plus,- ll]],((:;)) = ARA (absolute risk aversion) mesure d’Arrow-Pratt du risque

(dépendant de la pente de la courbe d’utilité positif si averse au risque)
Ici nous ne pouvons pas calculer par I'approximation car la fonction d’utilité n’est pas
différenciable.

(d) %U(7) + %U(13) =10—e © e = —0.75 plus faible car Z =
w + X a une espérance d'utilité plus élevé tout en concervant la méme epérance.

Exercice 2 : Assurance en information parfaite

Un individu dispose d’une richesse initiale w et d’une propriété sujette a un risque d’incendie,
de valeur L. Pour se protéger contre le risque I'individu peut souscrire une police d’assurance.
L’assureur et I'individu ont le méme a priori sur la probabilité d’incendie : p . L'individu peut
décider du niveau de couverture q. L’assureur demande une prime d’assurance x et s’engage a
indemniser I’assuré a hauteur de g en cas d’incendie.

On note 1t(q, x, p) la fonction objectif de I'assureur supposé neutre vis-a-vis du risque et u(w)
la fonction d’utilité de I'individu.

(a) Quelle est 'utilité de réserve de I'individu ?
(b) Calculer le contrat Optimal (q*, x*) qui serait offert par I’assureur a un agent ayant une
aversion pour le risque ?

(c) Combien coutera la prime x :
- lindividu est neutre vis-a-vis du risque ?
- ily a concurrence pure et parfaite sur le marché de I'assurance ?
(d) Montrer que si I’assureur et I'individu sont tous les deux averse au risque, ils signeront un
contrat de coassurance (i.e. ¢* < L).

Correction :

@ u=pUW)+ A —-p)UW +1)
(b) Hyph : Agent averse au risque u’'(w) < 0
- Définir une contrainte de participation :
c
- Définir la fonction objectif : p(x — q) + (1 — p)x = x — pq linéaire

Le probleme : maxg, 3 x —pq sc.pUw —x+q)+ (1 —pUW —x+L) =u
On pose le lagrangien :
x—pq+A(pUw—x+q@)+ (A —pUW —x) — )
Condition de Kuhn-Tucker(KT)
dL

E=1+ )l(—xu'(w—x+q)—(1—p)u’(w—x+L))=0(1)



dL
—=—p+ A(pu’W —-x+¢q))=0(2)

dq
ar _ , ,
a =pUw—-x+q)+ {1 —p)UW — x) — u = 0 contrainte saturée

Car profit fonction croissante de x et décroissante de g et fonction de la contrainte décroissante avec
x et croissante avec q.

1
A=~ —pu'w—x+q)— (A -pu'W—-x+1L)
_ p
@)1= pu' (W —x+q)

M+RQDQuW—-x+qg)=puw—x+q)+@A—-—pu'W—x+1L)
sSuW-x+q) =uWwW-—-x+1L)

L'individu étant averse au risque u’' (w)est monotone décroissante (u'' (w) < 0).

Nous avons donc g* = L

Avec g* = L nous pouvons déterminer x* :

BpUw—x+L)+A—-pUW —x+L)=pUW)+ (A —p)UW + L)
SUW-—x+L)=pUW)+ (1 -p)UW +1)
ex*=W+L-U"1(@)

On s’assure qu’il s’agit bien d’'un maximum et non d’un minimum et que la contrainte est bien
respectée :

- Lacontrainte est saturée donc respectée (3)
- Calcul de la Hessienne

0’L 0%*L
H= 92x dxdq
0°L 9%L
B <A(—u’(w —x+Q+xuw'w—-x+q)+A-pu'w-x+1L) A—xu"(w-—x+ q)))
—A(pu" W —x+ q)) A(pu" W —x +q))

_ (A(—u’(u—l(a)) +W+L-UT @' Ut @) + A -pu"U @) AM(-W+L- U—l(a))u"(u—l(a)))>
- Apu' (U (w))) Alpu" (U™ (@)))
det(H) = 22 (= (U7 @) + (W + L - U™ @) (V' @) + (1 - p' (U7 @) (pu (1 @)
— 2 <(W +L— U—l(ﬁ))u"(u_l@)> (pu”(U_l(ﬁ)))

det(H) = 22 (= (U7 @) + (1 - pu' (U @) (pu' (U @) ) > 0
Définit positive caru’’ < 0 doncdet(H) >0etTr(H) <0
Donc la solution est bien un maximum. (Pas un point selle les deux valeurs propres sont de méme
signes).

(c)

- L’individu est neutre vis-a-vis du risque ce qui signifie que
EU(x) = UE(x)



Nous avons donc la contrainte de participation suivante :
pUW+Q—-—x)+ (A —-—pUW+L—-—x)=2pUW)+ (1 —-—p)UW + L)
SUPW-Q-x)+A-p)W+L—x))=U@EW —(1—-p)(W +1L)
Spg=x
Or I'assureur maximise :
X —Ppq
Donc le seul contrat accepté par I'individu qui maximise le profit de la firme (= 0) est x* = pq
Pour tout niveau de garantie choisit par I'individu.
- llya CPP: lafirme ne fait pas de profit: x — pg = 0 or nous avons vu que si
I"agent est risque averse et que I'assureur est neutre vis-a-vis du risque, I'agent
se couvre totalement vis-a-vis du risque ainsi : x* = pL

4) L’assureur est averse au risque on introduit une « fonction d’utilité » de I'assureur B(.) tq B'(.) >
O0etB"'(.) <.

On réécrit le probléeme de maximisation

r{gclzill)f(l —p)B(x) +p(B(x—q)) scpUw—x+q)+(1—p)UW —x+L)=>1u

On pose le Lagrangien :
L=(0-p)B(x)+ p(B(x — q)) +APUWwW—-—x+q)+ A —-—pUW —x+L)—1u)
Condition KT :

oL
i (1-p)B'(x) + pB'(x — q) +A(—pU’(w —x+ q)) —A-pU'W-x+L)=0()

oL

Frie —pB'(x —q) + A(pU’'(w —x + 9))(2)

g—j =(pUw—-x+q)+ A —-pUW —x + L) —u) = 0 contrainte saturé
(1-p)B'(x) + pB'(x — q) _ B'(x-9q)

O O ) + A- U 51 U —7+0)

1-pU'W—-x+1L) (1-p)B'(x) UW-x+L) B'(x)
UW—-x+q) -P B'(x — q) (:)U’(W—x+q)_B’(x—q)

Numérateur : état de la nature si pas d’incendie
Dénominateur : état de la nature si incendie

Condition d’Arrow : égalité des utilités marginales relatives des deux agents averses aux risques—>
partage du risque (autrement dit nous avons bien un équilibre Pareto optimal définit dans la boite
d’Edgeworth comme le point tangent des fonctions d’utilité des deux agents).

Si les agents partage le risque nousavons : W —x+L>W —x+qetx >x—q

B—(x)< 1 car
-q

Etant donné que B et U sont concave nous avons : B

B'est décroissant étant donné B"' < 0

U'(W-x+L)

li _ ’ _ _ _
U'(w-x+q)<1(:’U(W x+L)<UW-x+qg)eoW-x+L>W-x+q=L>q

Ainsi :



Exercice 2 : Relation d’emploi

Un agent exerce une activité professionnelle pour le compte d’un principal. Le résultat de la tache
qui lui est confiée peut-étre un succes (état de la nature S) ou un échec (E).

Le résultat dépend du niveau d’effort fourni par I’agent, e, et d’un événement aléatoire. L’agent
recoit un salaire (w;ou w,) et subit un coiit d’effort noté v(e),ouv'(.) > 0etv’'(.) > 0. Le
résultat dont bénéficie le principal est x¢ avec une probabilité de ps(e) et x, avec une probabilité
de pg(e).

Les fonctions d’utilité Von Neumann—Morgenstern (VNM) des deux joueurs sont notées B(.) et
u(.). L'utilité de réserve de I'agent est normalisée (= 0).

1- On suppose que le principal vaut obtenir I'effort e,. Ecrire le contrat optimal proposé par
le principal lorsque :

- L’agent est averse au risque et le principal neutre.
- L’agent est neutre au risque et le principal averse.

2- Quel serait le résultat si agent et principal étaient tous deux averses aus risques ?
3- Quelle hypothése faudrait-il ajouter pour que le principal se trouve confronté a un

probléme :

- D’aléa moral ?
- De sélection adverse ?

Correction :

Rappel : fonction d’utilité de Von Neuman-Morgenstern :

-comparabilité, -transitivité, -indépendance, -continuité, -réduction des loteries composées.
Info symétrique : Eléments de connaissance communes.

Incertitude : état de la nature incertain

1)

Le principal maximise son profit sous contrainte que I'agent participe (i.e. que I'utilité tirée de sa
participation soit supérieure a son utilité de réserve).

(e, ws, we) = ps(e)B(xs — ws) + pp(e)B(xg — wg)
L'utilité espérée de I'agent est égale a :
EU(e, ws, wg) = ps(e)U(ws) + pe(e)U(wg) — v(e)
- agentaverse:u’ > 0etu’ <O0;principal neutre: B’ > 0etB" <0

Probléme : max(y, w,) Ps (€)B(xs — W) + Pp(€)Bxz — wg) 5. c. py()UWs) + pg (U (wg) —
v(e) >0



On pose le Lagrangien associé au probléeme :
1*" info un maximum global car la fonction objectif est strictement concave par rapport a wget wg de
plus, la contrainte de I'agent est saturée.

L(wg,wg, 1) = ps(e)B(xs —wy) + pp(e)B(xg —wg) + 1 (ps(e)U(wy) + pp(e)U(wg) — v(e))

oL
— = —ps(€)B' (x5 = ws) + Aps(e)U' (wy)) = 0 (1)
WS
oL
5= = ~Pe(€)B (g — wg) + A(pe(e)V' (Wp)) = 0.(2)
E

oL
i (ps(e)U(wy) + pp(e)U(wg) —v(e)) = 0 contrainte saturé

U,(Ws) _ B,(xs - Ws)
U'(wg) B'(xg—wg)
= 1 car I'agent est neutre vis-a-vis du risque

(1) +(2)

U,(Ws) _ B,(xs_Ws)
U'(wg)  B'(xg—wg)
De plus, U’ est monotone décroissante donc wg = wy
Ainsi, I'agent recoit toujours le méme salaire seul le principal supporte le risque. Donc pour inciter

eonousa vons wy = wg = U™ 1(v(ey))

- L’agent neutre:u’ > 0 et u'’ = 0; le principal averse au risque B’ > 0et B <0

Méme probleme que précédemment donc :
B’ (x5 — wy) _
B'(xg — wg)
Ainsi, x, — wy = xp — wg, c’est I'agent qui prend tout le risque le principal regoit toujours le méme
revenue.

1

W = xg — xg + wg avec ps(eg)U(xs — xg + wg) + pe(eg)U(wg) = v(ep)

2) Si les deux sont averse au risque ils vont partager le risque
U’ (wg) _ B (xg—ws)
U'(wg)  B'(xg-wpg)
Xs — Ws > xp —wg

— condition d'Arrow. Les deux revenus seraient variables wg > wy et

3)

- Aléa moral : si I'effort n’est pas observable par le principal (asymétrie
d’information), besoin de contraintes incitatives pour inciter I'effort
Rappel aléa moral : ne peut pas contréler I'action de I'autre partie ou évaluer |'opportunité ;
Conséquence : si pas de contrainte incitative tout le monde va dire qu’il fait I'effort élevé.

- Sélection adverse : les agents sont de plusieurs type (ex : fainéant ou pas) et ce
type est inconnu de I'agent (asymétrie d’information), besoin également de
contraintes incitatives pour révéler les types.

Conséquences :anti sélection = un partie connait mieux les caractéristiques du bien échangé au
moment de la signature (I'agent sait si il est fainéant ou pas).



